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1. Постановка задачи. Пусть система на­
блюдения описывается уравнением
x{t) = Ax(t), t e T  = [0,y] (1)
с доступным измерению выходом
y(t) = Cx(t), t e T ,  (2)
где А и С -  постоянные п х п -  и тх п  -мат­
рицы соответственно.
Рассмотрим задачу наблюдения системы (1), 
(2) в постановке Н. Н. Красовского [1]. Требу­
ется найти линейную ограниченную операцию
h
*(*i)=  Jy(*)dV(T), (3)
О
где V -  функция ограниченной вариации на Г, 
вычисляющая текущее состояние x(tx) по про­
шлому выходу y(t), t e T .
Известно [2], что в пространстве непрерыв­
ных функций с(г,/?") линейная ограниченная 
операция имеет вид интеграла Стилтьеса (3). 
Операцию (3) будем называть восстанавли­
вающей, или операцией восстановления. Ино­
гда задачу восстановления конечного состояния 
динамической системы по прошлому выходу 
называют задачей идентификации [3].
2. Построение восстанавливающей опе­
рации. Условие полной наблюдаемости [1,3] 
системы (1), (2) имеет вид
rank[c', А'С, (А')п~1 С']=п. (4)
Знак «'» обозначает операцию транспониро­
вания матрицы.
Теорема. Если для системы наблюдения (1), 
(2) выполнено условие (4), то задача наблюде­
ния разрешима в классе непрерывных линей­
ных операций вида
h
*(*,)=  (5)
О
где v(t), х е Т  -  матричная непрерывная функ­
ция.
Доказательство. Пусть ТС + +... +ап_хХ +
+ ап = 0 -  характеристическое уравнение мат­
рицы А. Тогда выход у (t) системы (1), (2) 
удовлетворяет обыкновенному дифференци­
альному уравнению
У{п) (0  + а У ”-" (0  + .. .  + an_xy{t)  + any{t)  = 0. (6)
Обозначим
Kit) = У {ty, bk{t) = y {k\t) + a y k' \ t ) ^
+ ... + aky(t), •■■k=\, л-1;
tk-1 ____
dk(t) = a„---- a„ , -------- K.. + (-l)*a„ k,k = Q,n-\.
k\ (£-1)!
Интегрируя уравнение (6), получим
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ч
К-\ f t ) -  К-\ (0 + J С-1 -  = 0 ;
г
ViftX'i -  0 -  ^ -г(А)+*п-г(0 + \ df i  -  І)у Ш х = О.
6 (п & г ' Г І - б  (0 ^ ! 1 + +
( л - 1)! n~2(l) (л- 2)!
■ Н )ЛЛ('>) + ( -1)"Х0 + -  /М т )* = 0.
(7)
Рассмотрим полиномиальные функции
5,(0 = (-1)”"1"' ^  , i = 0 ,л -1 , и a  fi),
V.
t e T , i = О, л - 1, удовлетворяющие условиям:
'V [1,1 = У;| 8,.(0а / 0Л  = 
о [0, г * /
Тогда из (7) получаем
*1 _____
b fii) = |т7(т)у(тУт, i = 0, л - 1, (8)
О
где
v,(x) = ( - i r ,a ,(x )-  / а , ( /К _ , ( т - 0 Л . (9)
О
Учитывая, что
у{\ )  = Ьк( 0 - а ,у (к- \ ) - . . . -
- а ку(0 , к = і  л - 1,
находим:
jfii) = b fid -a fifii)l 
ЯО = b2(t,) -  сфуіь) -  аД(0 ) -  a2bQ(tx) 
и т. д. Отсюда заключаем, что
'і _____
УЖ|) = \vk{x)y{x)dx, к = О, п - \  (11)
о
где v*(x) ввиду (8)...(10) линейным образом 
выражаются через а,(т),х е Т .
Последовательно дифференцируя выход (2) 
системы (1) л -  1 раз, получаем
у (\ )  = САкхЦх), к = 0, л -L  (12)
Поскольку выполнено условие (4), система 
линейных алгебраических уравнений (1) имеет 
единственное решение x(tx) , линейное относи­
тельно y (k)(tx) , к = 0, л — 1 . Используя выра­
жения (11), (12), находим x(tx) в форме (5). 
Теорема доказана.
3. Обсуждение полученных результатов. 
Пример.
1. Если
rankjc', А С , ..., (А )п~'с]= г < и,
то наблюдаемы посредством операции (5) бу­
дут конечные состояния х(/,) из подпростран­
ства Hx(tx) = 0, где
rank[c', А С , ..., и .
2. Предложенная конструкция непрерывной 
восстанавливающей операции очевидным обра­
зом распространяется на неоднородные систе­
мы (1), (2), в частности на системы управления.
Пример. Продемонстрируем сказанное на 
примере системы стабилизации летательного 
аппарата [4]:
, . . 1 К
хх = -d xx2 - d2x3 + dxx4, х2 =хх,х 3= ~— *з +— и ;
■‘о ■'о
х4 = d3x2 - d3x4, ł> 0  (13)
с выходом yx(t) = x3(t); у2(0 = x4(ty, t e  [о,/,]. 
Параметры системы (13) определены в [4, 
с. 197].
Рассмотрим задачу вычисления конечного 
состояния x(tx) этой системы с помощью не­
прерывной линейной операции (5).
Дифференцируя последнее уравнение сис­
темы (13) два раза, получаем
х4 = - d 2d3x3 -  dxx4 -  d3x4. (14)
Последовательно интегрируя (14), прихо­
дим к соотношению
&&) + d3x4(tx) + dxx4(tx))^  - -
-  {x4(tx) + d3x4(tx)\tx -  i) + x4(tx) =
= }(т -  t f y x(x)dx + dx |(т -  t)y2{x)dx -
( t
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м
- d 2\y 2(x)dx + y2(t),t>0. (15)
t
Введем функции 50(0 = 1; §,(/) = -(г, -  i) ; 
1 282(t) = 2-(А- О и определим функции а,{О,
i = 0,2 из условий:
1, i = j\ 
О, i * j.
Умножая (15) на a k{t), i = 0,2 и интегрируя 
от 0 до , получим:
x4(t]) = b0-, x4(tl) + d3x4(tl) = bl;
(16)
-^4(^1)  +  d3x4(t^) +  й?|Х4( / ] )  =  b2,
где
*1
k  = + v2i(x)y2{x))dx =
0
= Z  '\vji^)yj^)dv,
7=1 0
■Xą (tj) — b2 d3b^ + (d3 dl)b0 —
2 '1
= X  J(v/2(x) -  d3vn(x) + (di -  < Ы х))Уі(х^х.
1=1 o
В силу системы (13) и формул (17) имеем 
выражения для компонент текущего состояния
(*i (*,)»• "»*4(0 )':
2 h
х4<ь)=Z
<=1 О
Отметим, что предложенная процедура 
идентификации текущего состояния не требует 
интегрирования уравнения (1) в отличие от 
других известных подходов [1, 3, 4].
v„(x) = ja,.(s)(T -  s)2ds;
О
х
v2i(x) =  jk (x  - 3 ) -  d ^ i s y i s  +  a,(x).
0
Из (16) находим:
2 'V
* 4 ( 0  = bi - d3bo= Y s  J w T) “  ^ю (т)к(х№  (17)
/=1 o
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